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I. jAlntages i Ligningen

*=_£_
7 + ^

p og q at være hele positive Tal samt
p< q + 1, saa er
x<l og irrational.

Lad os nemlig antage
AX = —
B

samt A og B at være hele endelige Tal, der ikke have nogen fælleds 
Factor, saa maa A være mindre end B og tillige

A p pB q A pB — q A
X==B = ATq B + A= 7¡1T= A \

'l+B

i hvilket sidste Udtryk pB — qA maa være mindre end A, da A er 
mindre end B. Men saa er Ligningen

A p B — q A
B A

en Urimelighed, da en Brök, hvis Tæller og Nævner ere indbyrdes 
Primtal, ikke kan være liig nogen Brök med respective mindre Tæller 
og Nævner. Mit Antagende, at x er liig en rational Brök, er altsaa 
urigtigt, og X maa være irrational.
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II. Forsøger man at udvikle x i Form af en Kjædebrôk og bliver 
staaende ved den forste complete Qvotient, da haves

p 1
x=------ =------—— ,

q 4- x b + x
a +------

P
i hvilket Udtryk a antages at være det største hele Tal, som multipli
ceret med p giver et Product <y + l. b bliver = q— ap.

1) -H #
III. Multipl iceres Resten------ med q — 6 + x, erholdes et Product

P
(b + x) (q — b-\- x) b (q — b) 4~ x2 + q x

p p
b (q — b) + p (y — « p) a p 4- p

p p
paa Grund af, at x2-\-qx = p og at b = q—ap. Bortdivideres i det 
sidste Udtryk p i Tæller og Nævner, erholdes

(b • x) (y — b 4- x)
p

= (y — ap^ «4-1, hvoraf udledes

b + x (y — ap~) « + 1 pf

P q — b x q — b + x^

idet (y — «/>)« + 1 sættes —pr
fa — oc

Resten------ kan altsaa transformeres til en Brök, hvis Tæller p, er et
P

lieelt Tal og hvis Nævner er et heeltTal+x. Da y—b-]-x=ap + x>p
saa er ogsaa

/>, > b + x~>b.

Foretager man for at udvikle ■---- --------i Form
y — b 4- x

w
samme Operationer som med------ , saa erholdes

y + x
P, 1

q — b + x b 4~ x ’
«,+ ■------

Pf

af en Kjædebrôk de
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i livillæt Udtryk a, antages at være den störste hele Factor, der med p,

vl/ giver et Product <.q—6 + 1. b, er altsaa = — b—afpf. Resten —-----
Pr 

kan ved samme Fremgangsmaade som den, der brugtes ved Transfor

mationen af  ------ til -------—-—, transformeres til en Brök af Formen
p q — o + x

------------ . Multipliceres nemlig Resten-  med q— b,-i~x, saa 
q — bf + X p
erholdes

(b, + x) (q — b, + X) b, (q— b,') + x2 + q x

Pr
b, (q — fr) + p

Pr
(q — b~ (tfp^ (b + a, pO + p

Pr
arPr (q — 2b — a,pO + b (q — 6) + p 

"r p, <J/ — 2b — afpQ 4- ppf

Pr
= a,(q —2b — a,p¡) + p 

= a, (b, — fr) + p.
Den saaledes fundne Ligning

(b, + x) (q — b, + x)
------------- --------------- = a, (b, — 6) 

Pr

b, + x a, (b, — b) + p pff

Pr q — b, + x q — b, O- x 
idet (i, (b, — Z») + p sættes — p/f 
q — bf-\~ x = b + a,pf _(-x>p,

saa er
P,, >bf-\- x>bf

Pr

(da x2-|-yx = ;>)

(da bf = q — b — (trpr~)

(da b (q — b)-\~P = Ppj

(da q — b — afpf — 6,)
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Ved Udviklingen i Kjædebrôks Form giver, under samme Forudsætninger 
som ovenfor,

+ x p„
p q — b, + x

I
6,,4-x’

nff +--------
P"

b„ = q — b,~ a„ p„.

ovenfor -til ----L^.---- , erholdes paa aldeles
P„ q—b„ + x

Pffr = (fhr 4“ Pr
Da ç — 4- x = h, 4- a,, p„ 4~ x > p,„ saa er ogsaa

4~ x
Da disse Operationer kunne fortsættes saalangt man vil, og Resterne 
stedse kunne transformeres paa samme Maade, saa har man ganske 
almindeligt

bu 4~ x Pn + i
Pn q bn+X

hvori
bn — q — bn — 1 — (ln pny 

q — blt = bn — 1 4~ (tn Pif 
Pn ^-l=an(.q — 2bn — l — (tn Pn) + p„ — 1

= dn (,bn — bn — 1) 4~ pn — 1«
Da q — bn 4- x = bn — i 4- an pn 4- x > pn, saa er

Pn 1 "> bn 4- x > bn.
IV. Ombyttes i Resten og den transformerede Rest pn og j i, 

erholdes Ligningen
bn 4- X pn pn
Pn-\-l q — bn-\~x anpn 4~ — l 4- x

det nye Udtryk

hvori

Transformeres som

lignende Maade



151

Udvikles Udtrykket, vi saaledes liave fundet, i Kjædebroks Form, erholdes,
1

da ptl> bn  i + x7 --------+ X, hvori, efter III,
dn -f- * '

bn — 1 + X Pn—1

Pu y — — i + a?

Udvikles atter
Pu— 1 Pu — 1

y —bn — i + a? an — ipn—i + bn — 2~\- x

i Kjædebroks Form, erholdes atter ----------- ~ bn — 2 H- % •>
—1 +  -------------------- *

Pn-\

i hvilket Udtryk

2 '"I ~ OC
iResten ------ved Transformation og- Udvikling: i Kjædebrok paa

Pn — i

samme Maade som ovenfor g-iver
Pn — 2 ___________Pn — 2___________

(/ — btl^.2-\-JC tin —2 Pn — 2 + — 3 +

1 
s =------------  bn  3 ~Kr

dn —2 +----------------- ‘
Pn — 2

Da disse Operationer kunne fortsættes saa langt man vil, indsees, at man 
ved at ombytte de respective Nævnere og- Tællere i Resterne og- de 
transformerede Rester og derpaa at udvikle denne Værdie i Form af 
Kjædebrok faaer Qvotienterne i omvendt Orden, saa at

bn + X Pn 1 j
P» -4-1 y — bn 4- X an 4- — 1 ,

(In— H--------------- 1
(In— 2+------------ -

(In — 3 4~ ’ . #

V. Videre indsees, at man af Resten og den transformerede Rest 
kan finde Qvotienten i den complete Qvotient, hvortil Resten horer, og 
altsaa ogsaa den complete Qvotient selv, der er liig Qvotient + Rest.
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VI. Multipliceres Tæller og Nævner i Bröken -----bn + x med »M,
—|-

erholdes
Pn

(hi Pil 4~ bn ~|~ X
som, paa Grund af

bn = q — bn — i — dn plV)
Pn btl — i 4~ x

er =----------------- =--------------.
'/ — bn _ i + X pn — l

Man seer heraf, at der til den samme Rest stedse horer samme Qvotient 
og samme foregaaende transformerede Rest &c.

1) n
VII. Da nu i de transformerede Rester--------- --------- , wn og q—bn—i

q — btl  i 4- X
ere hele Tal < q, saa maae efter Udviklingen af et endeligt Antal Led i 
Kjædebroken de samme transformerede Rester vende tilbage. Vi erholde da

/An /An -j- n ,
q — bm — \ + x q — ¿An-f-n —1+æ 

men ¡folge Ovenanförte haves da ogsaa
P m — 1 Pm -I- n — I

-------------------- ;---- =--------------------------------- O. S. V. 
y —h„t_2 + a? q — bm^.n — 2 + .1’

indtil man endelig ved successive at gaae tilbage paa denne Maade 
kommer til

P pn p------ ------ -— =--------------------=-------- = X
q — +x q—bn — i + x q + X

Pidet —-— kan betragtes som den fórste transformerede Rest. Den af 
q x

Ligningen x =-------
q + X

disk og have Formen

erholdte Rjædebrok maa være fuldkommen perio-
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«n + X
Pidet een aide transformerede Rester stedse maa være lug------- = x.

7+*

VIII. An ta ges — ^n + 1 - = —L— = x, saa bliver bn = 0, pn-¡- i = p 
q—bn + x q-x

og pn=l, da X maa være =
bu I X

Pn
X V

Ombyttes, for al bestemme an i — — —■—, 1 og p, saa erholdes
1 q + X

X 1 1.
p q + X q+ —— 1

"F

»n er altsaa ==</, og, da videre ifölge IV Qvotienterne i den ved denne 
Ombytning frembragte Kjædebrôk ikke ere andet end den primitive 
Kjædebrôks Qvotienter i omvendt Orden regnede fra an inclusive, saa 
indsees at

rtn= 7 =

dn — 1 ■= ^0 = (in • 1

— 2 = = (hi -f- 2

— 3 = = du 4- 3

(In — m = ((m — '[ = ßn_|_ Hl.

IX. Da videre (IV) de ved den tilbagegaaende Udvikling erholdte 
Rester og transformerede Rester slet ikke ere andet end de foregaaende 
Rester og transformerede Rester tagne i omvendt Orden og med Om
bytning af de rationale Tællere og Nævnere, saa erholdes nedenstaaende

Fid. Sel. naturvid, og malhem. Afh. Fill Deel U
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(1) (1)

X
(2) (2)

P

I

(5) (3) X

bn —, 2 #
(4) (4)

Pn — 1

P'

Xr

ere indbyrdes
7

bn — i + X

Pu

1
b, + x

«,+-------

b 4_ X

P

P

g + X

1
g + X

1
<7 + ¿r

4
g + X

Udvikling, hvori de med samme Nr. betegnede Ligninger 
aldeles identiske.

bn 4- X

Pn

b¡i I ■ X

Pn-\-l

P

g X

i
b-\-x

ft0 +--------
F

F» + i
g — bn+X

pn

g — bn-\-x

Pn

dn Pn 4" — 1 + X

1
, ¿>rt_i + ¿r

Pr 
g — b X

an—2pn—2 4- bn — 3 4- X

1
&/t—3 4- X

((n — 2 4--------------------
Pn-2

1) I jc jc
Heraf sees, at bn = 0, da------- — —,

pn 1
Pn = 1

p„4_i=p
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og at
bn — 1 = 0 
bn _ 2 = b 

bn_3 = b, 

Pn-l=p 

pn _2 = p, 

og samledes videre. En fortsat Udvikling: vil ganske almindeligt give 
bn — m = but — 2

Pn — m = Pm — 1 •

Heraf indsees at Kjædehrokens fürste n — 1 Led ere symmetriske ikke 
alene med Hensyn til Qvotienterne, men ogsaa med Hensyn til Resternes 
og de transformerede Resiers Tællere og Nævnere, saaledes, at i den 
n — mte og m — (ldc complete Qvotient forekomme de samme Størrelser 
i Resterne og de transformerede Rester, kun med den Forskjel, at den 
rn— 2rfe Rests Nævner er den n— m,e transformerede Rests Tæller og 
at den in — 2de transformerede Rests Tæller er denn—mt€ Rests Nævner. 
Dette stemmer ogsaa overeens med at den n — mtc Qvotient er liig den 
m — lte Qvotient.

X. Er n et ulige Tal = 2/i + l, saa er n—1 et lige Tal = 2/i. 
Da det almindeligt er fundet, at

bn — m = btn — 2 9
saa lia ves ogsaa

Z>n_7t —1 =

men antages n = 2 /i 4- 1, saa giver dette
ft(71) = ^7t_l),

med Ord, at Nævnerne i to paa hinanden folgende Rester ere ligestore. 
J 1 * I *

Transformeres altsaa Resten —---------- til--------------- -— og udvikles
ph—l q — bh — i+ x

1
denne paa sædvanlig Maade i Rjædehroks Form, saa erholdes----------------- ,

u/í —X 
tt(h) r*  '

Ph 
u*
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men da bh = by, — i), saa indsees, at
bh + x

ph
netop er lüg' den Störreise, der

It 1 —I— j
erholdes naar i------------= ------ ---- ———, ph og’ m_i) ombyttes, livor-

ph-1 (l-b{h-i)+x J
ved man, som ovenfor viist (IV), ved Udvikling? i Kjædebrok faaer Qvo- 
tienterne i omvendt Orden.

Er n et lige Tal, saa er n—1 et ulige Tal =27t—1. Man 
har da ¡folge IX p(h—i)=pn — h=P(h), eller med Ord: Tællerne i to 
paa hinanden folgende transformerede Rester ere ligestore, hvoraf atter 
folger, at Nævneren i den /i — l/c Rest er liig Tælleren i dens tilsvarende 
transformerede Rest. Her indtræder nu det samme Tilfælde som ovenfor, 
naar Tæller og Nævner ombyttes, og en fremskridende Udvikling giver 
ogsaa her de foregaaende Qvotienter i omvendt Orden, noget som ifölge 
den allerede beviste Symmetrie ogsaa maa finde Sted. I sidste Tilfælde 
bliver rt^h—i)=ft\h')-> medens, naar n er et ulige Tal, «(7t_i) bliver = an^iy 
I lorste Tilfælde er altsaa Qvotienternes Antal i den symmetriske Deel 
af Kjædebroken et lige Tal, i sidste derimod et ulige Tal, idet ligger 
midt i den symmetriske Række.

«// + --- 7 1*

XI. Betragter man Udviklingen i Kjædebrok af 
V = P =1 1

y 4- X a0 4- —— i
(lff + * • _i_ I 

+—1 J

- f
 "o+ —7—

y 4- X

og antages y at være den nte Qvotient samt betegner den n'c Convergent
Y 1

med den n—ïte med —------- &c., saa erholdes folgende nye Udtryk
JLn _ 1

for X = V 

y 4- X
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p Xn H- A»» — i a? A_n
(] 4“ X Yn + Yn — 1 X 1 n — -Xi — 14“ Yn _ 1 X 

Heraf kan man slutte, at
A-n == P 1 n —• 1 

da ellers x vikle blive rational, men Xn kan tillige ¡folge Kjædebrôkernes 
bekjendte Egenskaber udtrykkes ved

(/ Xn — 1 4- Xn — 2 = Xn = p Yn — ]
saa at man bar pYn — i — q Xn — i ~ Xn — 2‘ Ved at oplöse denne 
ubestemte Ligning af förste Grad kan man altsaa finde de Værdier af p

P .og y, der ved Udviklingen af x =------ i Form af Ej ædebrok ville freni-
y-fx

bringe en given symmetrisk Række af Qvotienter.

saa erholdes ogsaa
Xn .

Xn 4“ Xn — 1 X
Yn 4“ Yn— 1 X-

V i
De saaledes fundne Værdier af p og y give nemlig med —----

Yn— 1 

og ~—- Xn og Yn. Sættes nu
1 n— 2

men ¡folge de symmetriske Kjædebrokers Egenskaber er XK_i=Fn_2, 
og altsaa

p 1 ¡i — i p
x=--------------------------- =-------------- ------------ — =------ .

q Yn — i 4“ Yn — i x q  1 4- Yn — ix y 4- x

XII. Sætter man i Opgaven
v2 — z2 a -j- 1,

hvori V og z ere de sogte og a det givne hele Tal,
y2

"=r+4’ p antaget <.q -f- 1,

erholdes
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sættes

i3 + 6 +íí=z2„ + ?v+t
4 4

b
-z

b2 + bzq — z2 p = + 1

—- kunne alfsaa respective betragtes som de n — llc og ntc Conver- 

genter i en indtil nte Led symmetrisk Kjædebrôk. Da nemlig p<tf+l, saa bli
ver Nævneren i denn—2rfc Convergent b = Tælleren i den n—ltc Convergent.

Sættes nu
zp b X

X = --------—--------- ,
z ÿ + O + z x

saa haves ogsaa

z q + z x y + x

giver ved Udviklingen en Kjædebrôk af Formen

Den samme Kjædebrôk vil ogsaa erholdes ved paa den med endelige 
Broker sædvanlige Maade at udvikle

,» zp-\-b X
X =---------------- -

zq + b + z X
i Form af en Kjædebrôk, men heraf indsees ati
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For at oplöse den ubestemte Ligning- af anden Grad 
v2 + 1 = z2 «

? •»<jr .. Tydplöses altsaa a i to Addender, p og — , idet y tages saa stor at — er det

saa erholdes

störste hele Qvadrattal, der kan drages fra a5 udvikles nu som
Kjædebrok

PX— ,
q+x ’

XIII. Ved at betragte den boire Side af Ligningen x =—-— finder 
x

man, at, naar p gaaer op i q, bliver Yn_ i = a0 = z = —. For Tal af Formen 
K

a2 ß2 y2... + a ß er altsaa
z=2y... da q = 2aßy ....

Denne Værdie for z bliver den samme om ogsaa for 4~aß sættes —aß.
q2 . . >

Da — = et heelt Tal indeholder den Betingelse, at q er et lige Tal, saa giver 
4

<y2 
ovenstaaende Fremgangsmaade mig ogsaa Værdien af z naar « = — +2.

4
9

i ¡ • • • • • *
Er a = —+ 4 og q et ulige Tal, saa kunne vi ikke af de hidtil beviste

Sætninger udlede noget i det'e Tilfælde gjældende almindeligt Udtryk

for z. Sættes — = 2 y, + 4, og antages

4
4 ç, H- 2 + x ’

erholdes folgende periodiske Kjædebrok
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7/ 7---- --------- .4 q, 4-2 4- a*
Da Leddenes Antal i den symmetriske Deel af Kjædebrôken er li/re, saa 
gpiver Yn—1 — Z mig- en Værdie, der tilfredsstiller Opgaven^ saa at 

v24~l = z2a.
Onskes derimod en Værdie af z, der giver

v2— 1 = z2a
saa maa Kjædebrôken fortsættes indtil man faaer en Convergentsnævner 
= 12 n — b der da vil tilfredsstille Ligningen

V2 — 1 = z2a
naar z gjöres = yon_i.

Man erholder da folgende Udtryk
z = (2 y, 4- 1 ) (4</,2 + 4 q, 4- 4) (2 q*  4- 2 y, 4- i) 

r (r2 + 5) (r2 + 1)

idet 2q, + 1 sættes =r.
Er fl = (2r/, 4~1)2—4, findes z ved at sætte

.v —
&q,-\~ X 1 +

1
^1

Yn — 1 = 2 er her 2q, (q + Y)
og a = 4 q] 4- 4 y, — 5 = (2 7, + l)2 — 4.

XIV. Paa den i IVr. XI fremsatte Maade kan man ganske almin
deligt finde

[fib 4-1 4~ (a2 b 4~ 2«) (m («2¿>4- 2«) — b (ab 4~ i))]2 — 1 =

= (fl2k4-2«)2 m (ab 4~ 1) — b2 4~ (m (a2b 4-2«) — b (ab 4" l))2
4
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hvorefter q og- z

/ \

Kunne beregnes for alle de Værdier af x =------ ,
y + *

hvis Udvikling giver 5 Led i den symmetriske Deel af Kjædebroken.
XV. Antages i Ligningen

t P
y + y

p>q^-\ °{j P °S' y at være hele Tal, samt at intet heelt Tal 6 giver 
b (q 4-6) =Pj saa erholdes ved at dividere med q-\-y i Tæller og Nævner

idet a er det störste hele Tal, der multipliceret med y 4-y giver et 
Product

Men man kan ogsaa sætte
p -\~ay p — aq — a2

y — — H- ------------ ?
y + « + y y + « + y

saa at
p — aq — a2

y — a —
q -F a + y

p — aq — a2 

y + + (y —
Sættes nu

y — « = x,
erholdes

p — a q — a2
¿V —- . ■----------------------------- ——•

q 4- 2 a 4- X
y er altsaa liig et heelt Tal 4~ en periodisk Kjædebrok af samme Form

som x =------, hvori p antages <y4-l.
y 4- x

P,

XVI. Antages i Ligningen

q 4- rx
q og r at være hele Tal samt p <iqrsaa kan man ved en
Kid. Scl. naturvid, og mathem. Afh. Kill Deel
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Fremgangsmaade, analog- med den i Nr. Ill angivne, udvilde Værdien 
af X i Form af en uendelig- Kjædebrôk. Herfra undtag-es det Tilfælde, 
at ^r = (y4-rt)rt, da i dette Tilfælde, naar a antages liig- et heelt Tal,

«
X = — — en rational Störreise.

r
Antages ved Udvikling-én af

PX =---------
g + rx

i Kjædebrôks Form den forste Qvotient at være tf0 = det störste hele 
Tal, der multipliceret med p giver et Product <^4-rar, saa er

1
X —-------ï--------------•b r x

«od--------------

Multipliceres b-^-rx med g— b-]-rx, erholdes Productet
Z> Cg — b)-\-grx -\-r2x2

= b Cg — fr) r (¿y¿r rx2)

— b Cg — b) rp, da gx 4- r2# = p. 
b er liig g — aop.

Indsættes denne Værdie for b i Productet bCg — b)-\~rp, erholdes
('/ — aoP) floP + rp = (& 4- r a?) (7 — ó 4- r x), 

hvorafman atter, ved paa begge Sider af = at dividere med pCg—b-\-rx), faaer
b-\~rx Cg — fiQp) «0 + r _ Pr

p g — b-\~rx g—b-!'x

Resten
b 4- rx

P

idet a0 Cg — nop) 4- r sættes = p,.

kan altsaa transformeres til en Brök, der kun i IVævneren

indeholder rx som Addend. Fortsættes Udviklingen, saa erholdes under 
samme Forudsætning ved «, som ved

P,____________
g—b-\-rx b,-\-rx 

ar H----------------
Pr
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i hvilket Udtryk
b, = q — b — afpf.

Multipliceres bf4-rx med q— b-\-rx, erholdes
(b, + r x) (q — b,-\-rx) = b, (q — &,) 4- rp.

(da for b, sættes q — b — a, p,') — tf — — af Pf) tf + aiPi)JrrP
= n,p,Qq—2b — a,p,)-\-b (p — b) 4- rp

(fordi pp, =zb Qq — b) rp) = p, [«, Qq — 2b — a, pf) 4- p]
Vi have saaledes

tf, 4. rX) tf -—b, rx) = p, [a,(q — 2b — a,pf) 4.p].

Divideres her paa begge Sider af = med
P, Qq—b^rx^, 

erholdes
6, 4. r æ a,(q — 2b — a, p) 4-p

Pr q—b-\-rx
b i /*  jc

Resten —-------  er altsaa transformeret til en Brök, hvori rx kun fore-
P'

kommer i Nævneren.
Ved paa denne Maade at fremskride i Udviklingen af den uende

lige Kjædebeok finder man det almindelige Udtryk for den complete 
Qvotient

bn 4- r ¿r
fin 4~ " ———- ,

hvori
bn = q — bn — 1 — dnPn^

samt
ftn4_ra? r« + l 

pn q — bn-\-rx
idet pn 41 = an (q — 2 i»n  1 — anpn) 4- pn — i* Da de hele Tal i Resterne 
maae være mindre end q-\~rx¿ saa maae de samme Rester under Ud
viklingen vende tilbage og Kjædebroken være periodisk. Den er enten 

1 n
reen periodisk, hvis en transformeret Rest har Formen ----------, eller

fim 4" &
X*  
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blandet periodisk, naar Perioden blot opstaaer ved at de samme Rester 
vende tilbage, saaledes at den mte Rest er lüg: den nfe Rest, uden at 
derfor den (n— l)ie Rest er lüg- den (ni—l)ic.

XVII. Ved at oplöse Ligningen
v2 = z3 a-t~l

kan man bestemme to Störrelser s og 7t, som med p, q og r give
hsq + li3 = prs3-}- i

h sp
Heraf indsees, at — og ------- - maae være den (n — l)ic og nte Convergent

sr s q + h
i en Kjædebrôk. Vi finde ved Hjælp heraf folgende nye Udtryk for x

p sp ~ sp + lix
X — --------- - —------------ —--------------------.

q + rx s q + sr x s q + h + s r x
h

Dette Udtryk giver, naar li<tsp og — altsaa er den (n— l)fe Convergent 
SF

sp
medens ---- -—-

s q h
er den nte Convergent, ved Udviklingen i Kjædebrôks Form

Det vil sige: x er liig en reen periodisk Kjædebrôk.
Indsætter man for h det större sp i Udtrykket hsq-}-h37 erholdes 

pqs3 + p3s3 > p r s3 + I > p r s3.
Divideres paa begge Sider af >■ med ps3¿ faaer man

q + p > r.
Da nu ogsaa omvendt, naar q + p>r9 sp maa være större end 7i, saa 
har man altsaa, som Folge heraf, at Kjædebroken er reen periodisk. 
Er omvendt Kjædebroken given som reen periodisk, saa maa sp være 
> h og folgelig q + p > r. Men heraf folger, at

7 + p < r
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maa give en blandet periodisk Kjædebrôk, og at omvendt en blandet 
periodisk Kjædebrôk vil give q + p < r.

XVIII. Da i den rene periodiske Kjædebrôk
p Xn —|— Xn — i X

X — ----------- ----  ------------------------
q + rx Yn+yn_ix

Xn
Yn — X» _ 1 + Yn _ i X

Xn = ps, Yn — Xn—i = qs og Vn —i=rs,
saa maa Perioden være symmetrisi», naar

Xn=Yn-i
eller ps = r s 
eller p = r.

Periodens forste n — 1 Led maae være symmetriske, naar 
xn_lv=yfl_2

eller, da I it = un 1M — i H- Yn — 2
naar Yn — Xn  1 = et Multiplum af Yn _ 1 
eller q s = et Multiplum af rs 
eller q = et Multiplum af r.

I begge Tilfælde beviser ogsaa Thesis Hypothesis.
XIX. I enhver periodisk Kjædebrôk indeholdes saamange forskjel- 

lige Kjædebrôker som der ere Led i Perioden og foran Perioden, idet 
man kan betragte den som en endelig Kjædebrôk, til hvis sidste Qvotient 
er adderet en periodisk Kjædebrôk. Værdien af disse Kjædebrôker kan 
man for ethvert givet Punct i en forelagt periodisk Kjædebrôk udtrykke 
ved Hjælp af den Rest og transformerede Rest, ved hvis Udvikling i
Kjædebrôks Form de opstaae. Lad det være opgivet, i Kjædebrôken

«n+1 ’*
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at finde Udtrykket for Fundamentalligningen for

fin 4- 1 *
Jeg' har da

fim “F --------- • 1 .
^ni-j-1 * 1

n +1 + •..
sættes denne Værdie lüg' y, erholdes

jy = ¿»m_1 + rx 
r X = pm__\y~ bm_ i

y —------  -----------------------
y — 2 bm_. 1 + pm _ ] y

i hvilket Udtryk pm svarer til p, q— 2bm_i til q og- pm—l til r i det 
sædvanlig- brugte Udtryk for Fuudamentalligningen.

XX. Herved erholdes tillige et Middel til at kjende om Perioden er 
begyndt ved am eller ikke. Den er begyndt hvispm + q—^bm_\^>pm_\^ 
i modsat Fald ikke (XVII).

XXL Ophöies i Ligningen
F#=------

q+x
Udtrykkene paa begge Sider af = til anden Potents, saa erholdes

<f + 2 y X 4-x2’
men da #2 tillige er liig p — qx, saa faaes folgende dobbelte Udtryk for#

,2 .2

X

idet y2 + p sættes liig y'. Multipliceres disse Udtryk respective med

# og —¡—-, da erholdes 
y + X



= V(lr — (1,^

Fortsættes Operationen, faaes efterhaanden
P*  

qq„ + pq, + q,fx

V'

q>>i q>r x

= qfffX — pq„
qqm+pqff+q,f,^

p5 

q^ + q^X

= ± 7«—2 x +P qn—3*

Antages i 4de Udtryk til böire överste Fortegn at gjælde og multipli
ceres andet og fjerde Udtryk med qqn_<i+pqn — 3~^qn-2X, saa erholdes 
PU=qqn-2X'^P(J^-^>^x+(/n-2x2—Pqn-3qqn-2—p2q2n^i-pqn-3qn-2X 

-=q2n-2^(Jx + x^~P <ln-3 7 7» ~2 ~ P*  q^B

~P2ffn-3=p ffn-2 — P <h —3 q qn - 2

pqn-3qqn-2~p2q2n^s

= <?„-2 (1> + J) - (/'7— 3 + •

Antages i 4de Udtryk nederste Fortegn at gjælde, da bliver Ligningen 
den samme, men Fortegn bliver da —.

XXII. Efter den i Nr. XVII angivne Methode kan den reen perio
diske Kjædebrôk

P
x = —--------, hvori p 4- q >> r,

q+ r x

ogsaa fremstilles under Formen 
ws + /ts

æ ==----------- —-----------
q s + h + rsx

ps li
idet------- - er den n(c og — den (n— 1)<C Convergent i en Kjædebrôk,

q s _{_ h r s u

hvis n Qvotienter udgjöre Perioden i x.
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---- rV °ff “ v*̂ e altsaa ¡folge en Sætning- i Læren om de ende- qs-\-h ps

lig-e Kjædebrôker være den nic og (n — l)ie Convergent i en Kjædebrok, 
Î) s

hvis Qvotienter ere de samme som i — ■ men satte i omvendt Orden.
q s + h

rs + h y 
q s + h + psy 

er altsaa liig en reen periodisk Kjædebrok, hvis Periode indeholder Qvo- 
tienterne i x i omvendt Orden. Men da

rs + hy rs r
qs-\-li-\~psy qs+psy q + py’ 

erholdes som Resultat: at man ved at ombytte p og r i Udtrykket for 
den reen periodiske Kjædebrok faaer en ny Kjædebrok, der ogsaa er 
reen periodisk, og hvis Periode indeholder de samme Led som Perioden 
i den givne, men satte i omvendt Orden.

XXIII.
bevises at

Betegnes ved y og x de i XXII angivne Værdier, da kan

Multipliceres nemlig Ligningen

rx

da erholdes

sættes nu

da haves videre
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eller

XXIV. Enhver Rest i en reen periodisk Kjædebrôk er selv lüg
en reen periodisk Kjædebrôk, hvis forste Qvotient er den umiddel
bart af Resten udviklede Qvotient og hvis sidste Qvotient er den 
Resten umiddelbart forangaaende. Lad Udtrykket for denne Rest være

---------- -------------- ï---- ’ da er Fimdamentalligningen for den til Resten
Pm y — p« + r x

svarende Kjædebrôk efter XIX

Ombyttes nu lier pm og da bliver den nye Kjædebrôk, der svarer

p«+i bm + rx
pm

og dens Periode vil altsaa i folge XXII være Perioden i y i omvendt 
Orden. Lad os nu antage, at en anden Rest i Kjædebrôken giver 
samme Periode som y, da haves, naar denne anden Rest betegnes 

+ r x
ved ?

?

V X bm —|— V X

men da er bm = bk) pm-j-i —pki og da de transformerede Rester ogsaa 
maae være ligestore, haves ogsaa pm==^Ä_[_i. Disse tre sidste Ligninger 
maae finde Sted, fordi ellers rx vilde blive rational.

I alle de Tilfælde altsaa, hvor man, ved paa et Punct i Kjæde
brôken at tage Qvotienterne i omvendt Orden, faaer samme Periode, 
som man paa et andet Punct faaer ved at tage Qvotienterne i deres 
naturlige Orden, i alle disse Tilfælde, paastaaer jeg, maa i de respective

«

Fi‘d. Sel. naturvid, og mathcm. dfh. Fill Deel. 
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Rester bm være = h/t, i =/>/f og- pm=pk^-u De Perioder, hvori 
dette shal kunne finde Sted, maae enten være symmetriske eller i det 
mindste kunne oplöses i to symmetriske Dele.
a) Er hele Perioden symmetrisk, og: altsaa af Formen x = af aff a„, aIV

• • • O-n —• 3 — 2 ff-n — 1 X idet (lr = (In •) (ltt = (In — 15 ^rrr == — 2?
«/f==«„_3 eller i Almindelighed am = an—m-\-1 ? saa indsees let 
¡folge Ovenstaaende, at i Resterne mellem atn og «m-pi og mellem 
(tn — m Og «n—»4-1 maa pm være =^n_,„4-1, og 6)U = hm_m og 
pm -- 1 =J^n — tn*

b) Ran Perioden oplöses i to symmetriske Dele, da gjælder det samme. 
Man tambe sig i Perioden x efter an indskudt en symmetrisk Gruppe 
af Qvotienter, da indsees, at man endnu vil faae samme Periode for 
y og y, enten man læser fremad efter «M—.m eller man læser tilbage 
foran am.

c) Kan Perioden derimod ikke deles i to symmetriske Dele og hele 
Perioden heller ikke er symmetrisk, da findes der ingen Rester i 
samme Periode, i hvilke alle de tre rationale Störrelser paa den 
ovenfor viiste Maade ere stykkeviis ligestore.

Heraf folger altsaa: I de under a og b angivne Tilfælde medforer 
Symmetrie i Perioden ogsaa en Symmetrie mellem de hele Tal i Resterne 
og de transformerede Rester, i andre Tilfælde derimod ikke, fordi i ingen 

andre Perioder en tnte Rest ved at multipliceres med ------ kan gjöres

liig en anden Rest.


